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t'bersicl~t: Es werden die ~pannungsstörungen berechnet, die im .\Iembranspannungs. 
zustand emer flachen Kugelschale unter konstantem Druck entstehen, wenn die Schale 
mit einem elliptischem Kern versehen wird. Die in elliptischen Koordinaten formulierten 
Differentialgleichungen der Biegetheorie der flachen Kugelschale werden mit J'Iathieu. 
schen Funktionen gelöst. Als Sonderfälle werden der starre Kern und das Loch behandelt. 
8uIII In a r y: r'alculated are flie perturbations 01 stresses !I'kick arise in a shallou' spheriral 
sheZl under constant pres8ure, n'ith an original membrane stafe 01 stresses, u'hen tlie shell 
;s provided 1l'ith an elliptic core. The differential equations 01 the bending lhwr!! of shallou' 
spheriral shells in elliptic coordinates are solved by Jlathieu·functions. The special rase 01 
rigid core and hole are treated too. 
1. Allgemeines 
J.1 Eillleitung 
Die Lösung des Spannungsproblems cler unendlich ausgedehnten Scheibe mit 
elliptischem Kern wurde 1960 yon G. Kaiser [4] gegeben. Es werden jedoch 
auch bei Schalen ellipsellförmige Yerstärkullgen verwendet, die z. B. zur "er-
teilung örtlicher Krafteinleitungen dienen können (Pratzenbleche ). Eine 
Erweiterung der Scheibeniäsung für Schalen ist daher wünschenswert. 
In der vorliegenden Arbeit*) wird das Problem der flachen Kugehchale mit 
elliptischem Kern unter konstantem Druck untersucht (Abl). 1). Au"gehend 
\"(Jll den Gleichungen der allgemeinen Schalenbiegetheorie werden die benötig-
ten Differentialgleichungen für die flache Kugelschale h(·rgelcitet. Di"se 
GleidlUngen werden auf ein in der Mittelfläche der Schale liegendes rlliptische,.; 
Koordinatensystem bezogen und unter Verwendung Jlathituseher Funktionen 
W·\öst. Es wird vorausgesetzt, (laß die vom Kernrand ausgehenden Störungen 
(nach SI. renal/I) mit wachsender Entfernung vom Kern abklingen. Fernrr 
soll die Srhalenstärke gegenüber dem größten Kerndurehmesser klein sein und 
die \' el'stärkllng des Schalenkel'ns symmetrisch zur Schalenmittelfläche an-
ge(mlnet sein. Der allgemeine Fall des elastischen Kerns und die heiden Sonder-
* ) Eine von der :Fakultät für Bauwesen der Technischen Hoeh,;ehule Hannover ge· 
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fälle des Loches und des starren Kerns werden getrennt behandelt. Außerdem 
wird ein Vergleich mit den Grenzfällen der Scheibe mit elliptischem Kern und 
der Kugelschale mit Kreiskern durchgeführt. 
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Biegesteifigkeit der Schale. 
Halbachsen des elliptischen Kerns; a > b. 
Brennpunktabstand; c = t ,,2 - b2 • 




Koeffizit:'nten cler ('rsten Grundform der Schalenmittel· 
fläche. 
Hauptkrümmungen der Schale, 
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a::>., all Längsspannungen~ 
T"ß, Tß ,', T," Schub spannungen, 
K Gaußsehes Krümmungsmaß, 
cem (z, h2 ), sem (z, h2 ) ""'/athieusehe Funktionen ganzer Ordnung erster Art, 
cerm (z, h2 ), ceim (z, h2 ) \ Real· und Imaginärteile der Funktionen Om (z, h2 ) 
serm (z, h2 ), se im (z, h2 ) f sem (z, h2 ) für imaginäre (h2), 
C em (z, h2 ), S Pm (z, h2) modifizierte Mathieltsche Funktionen erster Art, 
Cerm (z, h2 ), C eim (z, h2 )} Real· und Imaginärteile der Funktionen Cem(z, h2 ) 
Ser m (z, h2), Sei"" (z h2) Sem (z, h2) für imaginäre (hZ), 
M em (z, h2), Sem (z, h2 ) modifizierte l1Iathieusche Funktionen dritter Art, J: e r m (z, h 2 ), .tI e im (z, h2 )} Real· und Imaginärteile der Funktionen J/ Pm (z, h2) 
~ er", (z, h 2 ), Sei", (z, h 2 ) N em (z, h 2 ) für imaginäre (hZ), 
J n (z), 1I1I (z) Besselsehe und Hanke/sehe Funktionen, 
Be1'" (z), Be in (z) 
Her. (2), Bei" (z) 
a2 a2 ' 
r 2 = (ax2 -:-. ay2) 
r!' = ag/aß, f' = a//a:x, 
Real· und Imaginärteile der Funktionen J n (z I/i), 
Real· und Imaginärteile der Funktionen H;, (2 l'i), 
Laplacescher Operator. 
en = eos n ß, 
8 n = sin II ß, Cn = cosh n ,', Sn = sinh n _, . 




Im folgenden werden die für diese Arbeit notwendigen mathematischen Hilf~­
mittel aus [5J, [6J und [9J zusammengestellt. Die JIathiellschen Funktionen 
mit rein imaginärem Argument (h2) werden für den ,orliegellden Yerwendung~­
zweck neu definiert und ihre Entwicklungsformeln abgeleitet. 
I.ln. f'läehentheoretiseht' (;rundlagen 
Für eine beliebige Fläche mit beliebigen orthogonalen Koordinaten (Abb. Z) 
gilt 
(hZ = rtl/ -'- [1;2 = d812 -:-- d822 = A:! d,2 _. B2 drP . U) 
Die Koeffizienten A und B sind vom Koordinaten"ystem abhängig. Bpi 
kartesischen Koordinaten (.r. y) ist A = B = 1, .\llgemein lao'sen sieh die 
Koeffizienten aus den folgenden Gleichungen bestimmen 
I (:2 ", b) 
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Ahh.~. Doppeltgekrüll1mte Fliiche mit krllmmlilligen 
Ol'thognnalpn Koonlinilten 
::\Iit den Hauptkrümmungen k1 = ljR1 , k2 = 1(R2 
und dem Gaußsehen Krülllmungsmaß 
schreiben sich die Gleichungen von Codazzi-Gallß 
Für eine flache Kugelsehaie wird 
und ali~ (Ja) 
o /1 OB) 0 (1 OA)' 
0, (I~ -- 0,1 BOi) = o. 
(3) 
(4 a, b, c) 
(5) 
(6) 
(4b) und (Je) sind identisch erfüllt. Das bedeutet, daß innerhalb der Fläche, 
unabhängig vom GaußsclH"ll Krümmungsmaß. eine zweidimensionale eukli-
disehe Geometrie gilt. Wenn man also auf ein kleines Flächenstück ein ortho-
gonale~ Koordinatensystem legt, >;0 unterscheidet sich dieses nicht von einem 
ent-predwnden Koordinaten:<y;.<telll clf>r Grundrißprojektion der Fläche. 
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1.3:? Elliptisl'lw Koordillat~1l 
Abll. ;1. Ellipti:.;;rhp Koordinatt>lI 
I 
ifl= 3TT/2 
Das elliptische Koordinatensystem (Abb. 3) hängt mit dem kartesischen durch 
.1' = c cosh :\ cos ß , 
y=csinhc.:sinß } 
ZUsammen. Durch" = eonst sind die Ellipsen 
und clurch ß = eoust die Hyperbeln 
.1.2 y2 
-;:--c:-;; -~ = 1 
c2 C052 ß ('- SIll- /' 
bestimmt. Aus (7) und (2) folgt 
und rlarau:'l 
erhält in elliptischen Koordinaten die Form 
2 (172 . iP)' fZ- ---+--
- c2 (C2 - cz) (hZ . i7pz 
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1.33. Mathieusche Funktionen ganzer Ordnung 
a) 1l1athieusche Funktionen erster Art cem (z, h2) und sem (z, h2 ) sind die in 
2 ::r periodischen Lösungen der ~}Iathieuschen Differentialgleichung 
y" (z) + [I, (h2) - 2 h2 C03 2 z] y (z) = 0 . 
Sie gehören zu den Parameterwerten 
}. (hZ) = am (hZ) 
}. (h2) = b,n (h 2 ) 
und zerfallen in die vier Klassen 
rn = 0, 1. 2 .. , .. . 
m = 1,2, :3, .... . 
I) c e2n (z, h2) = L A~ ~ (h2 ) cos 2 rz . (gerade ganzperiorli,.;ch) I 
r~O 
00 
II) ce2n~1 (z, h2 ) = L A~;':::~ (h2 ) cos (2 r --;-- 1) Z , (gera(le halbperiodi,.;ch) 
r~O 
00 
III) se2n~1 (z, h2 ) = LB~;':::i (h2)sin(2r +- 1)z, (ungera(]e halbpcriudi~ch) 
r~() 
oe 




Diese Funktionen sind eindeutig festgelegt als regulär analytische Funktionen 
yon (z, h2 ) mit 
ceo (z, 0) = 2- 112 , ce m (z, 0) = cos mz , sem (Z, 0) = "in filZ (111 = 1. 2. " ,). 
~~ 2~ 
J ce",?' (2, h2 ) dz = i se m2 (z, h2 ) dz = ::r , () Ö 
~~ ~~ 
.\ rem (z. h2) C<,,, (z. 11 2) d:: = J sem (z, 112 ) sen (z, h"2) cl:: = 0, 
o () 
.f ce m (z. 11 2) se" (z, 112 ) dz = 0, 
() 
Sie sind so normiert, daß 
00 






"(' t2"~1)2 - 1 ~ ---'"12r+l - , 
1'=0 
(k = I!I =0), 
(k ~~ m ='= 0) , 
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Die Koeffizienten A~ und ~ genügen den Rekursionsformeln 
=0, 
=0, 
= 0 (r = 2, 3, 4, 
I (), -1 - h2) Al - h2 Aa = 0 , 
. ); ) 
II) (A - (2 r + 1 )2) A 2r+1 - h2 (A2 r -I + A 2r+3 ) = 0 (r = 1, 2, 3, ... ); 
A = aZn +1 (h2 ) , A 2r+l = A~n+ll (h2 ) . ~r+ 





= 0 (r = 2, 3, 4, ... ); 
J 
Aus den Rekursionsformeln (15) lassen sich die Parameterwerte Am (hZ) und die 
Quotienten der zu Am (h2) gehörenden Koeffizienten A;"(k2) mit Hilfe von 
Kettenbrüchen berechnen. Die Koeffizienten selbst können dann durch die 
Normierung (14) ermittelt werden. 
b) Modifizierte Mathieusche Funktionen erster Art Gem (z, h2), Sem (z, h2 ) 
Aus jeder Lösung der 2lfathieuschen Differentialgleichung (10) gewinnt man 
eine Lösung der modifizierten Mathieuschen Differentialgleichung 
- y" (z) + (A - 2 h2 cosh z) y (z) = 0, (16) 
indem man z durch iz ersetzt. Aus den Mathieuschen Funktionen erster Art 
entstehen dann die modifizierten Funktionen 
00 1 = L A;~ (h2) cosh 2 TZ , r~O 
00 
= L A;~:: (h2 ) cosh (2 r + 1) z, I 
- J(1~ 00 
C' e2n+l (z, h2 ) = Ce2n+l (iz, h2 ) 
S e2n+1 (z, h2 ) = - i Se21l+l (iz, h2) = L ~~=; (h2) sinh (2 r + 1) Z , 
,...0 
ce 
= L Bi;.:; (h2) sinh (2 r + 2) z. J 
r~O 
Die Eigenschaften dieser Funktionen lassen sich ohne weiteres aus den Eigen-
schaften der Funktionen cern (z, h2 ) und sem (z, h2) ablesen. Es gilt 
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Gem (z, 0) = cosh mz, Deo (z, 0) = 2- lj2 , 
8 em (z, 0) = sinh mz (m = 1,2,3, ... ) . 
(18) 
Die Reihen (17) sind ungeeignet für die Berechnung dieser Funktionen für 
große z (z --+ cx;). Im folgenden werden die modifi~ierten Fu~ktionen .nach 
Zvlinderfunktionen entwickelt. Dabei beschränken WIr uns auf dIe Funktionen 
de2" (z, h2 ) . 
C€2n (%' h2) '" 
Ce2'1 (z, h2) = Agn-(h2) , l~O (-1)' A~;~ (h2.) J 2r (2h cosh z) 
= ce2n (0, h2) ~ A~n (h2) J,> (2 h sinh z) 4~" (h2) .L., ~r _r -~ 0 r =1) 
Für große z (: -+ x) erhalten wir 
2 h cosh ;:; = 11 e' = fl ' 
- 2 '1'·, ( 
J zr (2h cosh:) ~ (_1)" (;'t fl) ,- sin f1 +~), 
ceZ n (0, h2) ceZ n (~ ,h2 ) (- 2 II~ . ( ,;'t ~ A~n (hZ) ;'t fl) sm ,Li ~ 4") 
l (19) 
(20 
e) .'.Iodifizierte ]Iathiellsehe Funktionen dritter Art JI emu (h 2 ), Yemu (h 2 ) 
Die Bedeutung dieser Funktionen liegt ,or allem darin, daß unter den J. .. lathiell-
sehen Funktionen sie allein für komplexes Argument (hZ) im Unendlichen 
\"prsehwinden. Im folgenden werd.en auch diese Funktionen nach Zvlinder-
funktionen entwickelt. Dabei be~chränken wir uns auf die Funktionen 
JI e~" (:.11 2 ) . 
1 
(F"n (0.112) '" ) 
- ~ _." -11") I/I (~1 . h ) 
_12 iI (h 2 ) .L., A ~( I - ~(;: II;;m : . 
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Für große z (z -c> 00) erhalten wir 
ee2n (0, h2)ee2n (~, h2) (_2 "1/2 i('U-~) 
ilf e~n (z, h2) Agn (h2) :;r,u) e, (22) 
,u = h€'. 
d) ilfathieusche Funktionen mit rein imaginärem Argument (h2 ) 
Diese Funktionen sind komplexe Funktionen von z. Wir bezeichnen ihre 
Real- und Imaginärteile mit den Buchstaben rund i. Es folgt 
eem (z, h2 ) = cerm (z, h2 ) + i eeim (z, h2 ). (23) 
Setzen wir in den GIn. (12) und (23) A;" (h2) = : A~ (hZ·) i ei&, dann erhalten wir 
00 
eerm (z, h2 ) = I I A;" (h2 ) I eos rz eos {}r , 
r~O 
00 
eeim (z, h2) = I I A;n (h2 ) : eos rz sin {j, 
und analog dazu 
co 
Germ (z, h2 ) = I I A;" (h2 ) I cosh rz eos ()r, 
r~O 
co 




Für i h2 i < 1,4688 können wir die Parameter i. (h2) aus den Formeln flcr 
-'llathieuschen Funktionen mit reellem Argument (h 2 ) errechnen. Xähere 
Einzelheiten finden sich in [5]. 
Mit 
2 h cosh z = ,u Ir, J2r (,u It) = : b2r (ft) : e"o", Hir Ca I T) = h~r (,a) e i ',,,. 
eeZ n ('~ . h2)' 2' (
!;r 
Ce2. (0, h2) cezn 2"' h2 ) 
A~n (h2) 
erhalten wir aus (19), (21) und (22) 
00 1 Cer2n (z, h2) = i E 2n i I (- 1ri A~~ (hZ) b2r (a) eo~ Ir2n --,- O?r ~. (hr), 
r~O 
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M ,,!. (" k'l "' I E,. I,~ (- 1)' i A~: (h'l " 'h,d_1 i '''' (W" + U" + ""I,] (26) 
M ei~n (z, hZ) = I E 2n i I (- 1)'! A 2r (h2) i ! h2r (ft) ; sm (1J!2n --r {)2r 1 112r)· 
r~O 
Für große z (z ->- 00) folgt 
jlf erin (z, h2) = : P2n ! (n2"t2 e-i'1l2 cos (P2n + ;~2 + i) , 
M ei~n (z, h2 ) = \ P2n 1(: "t2 e-I'/(2 sin (P2n + 1~2 + ~) . ] (27) 
e) übergang von elliptischen Koordinaten zu Polarkoordinaten 
Wir betrachten die Potentialgleichung 172 z + k2z = O. Sie lautet in ellip-
tischen Koordinaten 
a2z azz 
ay,2 + aß2 + 2 h2 (cosh 2 x - cos 2 ß) z = 0 (2 h = kc) . (28) 
Gl. (28) kann man bei periodischer Funktion (z) mit dem Ansatz z (x, ß) = 
= f (x) g (ß) in eine Mathieusche und eine modifizierte Mathieusche Gleichung 
aufspalten: 
~~ + (). (h2 ) - 2 h2 cos 2 ß) g = 0 , 
d2! 
- d)(2 + (J. (h2) - 2 h2 cosh 2 x) f = 0 . \ 
(29) 
Wenn die Hauptellipse des Koordinatensystems im Grenzfall zum Kreis 
strebt, dann wird 
c = 0, h = 0, ß = {}, .x = ~,c cosh )( = rund ).m (h2) = m2 . 
Aus (12), (19) und (21) erhalten wir 
ce m (ß, h2 ) = cos rn{) , 
lIem (ß, h2) = sinmfi, m :2 1 
C e2n (x, hZ) = Pfn J 2n (kr) , 
Jlezn (x. h2 ) = P 2n H zn (kr), 
mit Pin = (- 1)" Ce2n (0, hZ) C€Zn (~ , hZ) I A~' (hZ) . 
\ (301 
Die Funktionen Cer. Cei, JE erl und J,1 eil sind proportional zu den Funktionen 
Bu, Be i, Her, H ei. Im folgenden werden die vereinfachten Bezeichnungen 
J[ er und J[ ei für die Funktionen ~~1 er l und ~~1 eil benutzt. 
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2. Biegetheorie der Kugelschale 
2.1 Aufstellung der Grunddifferentialgleichung (Abb. 4) 
~ ß . 
/ 
0/ 
8 b c 
Abb. 4 a) Koordinaten, FlächenbeJastung und Yerschiebungen 
h) Xormal- und Tangentialkräfte 
c) Momente und Querk-räfte 
Gle ichgewichts bedingungen 
a aB 0 oA , 1 
- (BN1 ) --N2 + -(A8)+ -ß 8 + kABQl' ABX = 0, 0'" 0'" aß 0 
~ (AN2 ) - oA NI + !.-(BS) + aB 8 + kABQ2+ AB r = 0, 
aß aß 0'" OOi 
-k(N1 +N2)+ AIB[O~(BQd +o~(AQz)J -+-Z=O, (31) 
a aB 0 oA 
- (BMd - -M12 - oß (A..:lf2) + "ß .Jfl - ABQ2 = 0, 0", 0'" U 
o oA 0 . aB 
aß (Allt'12) + aß M 12 - OX (BMl ) + OX M2 - ABQl = 0_ 
Verzerrungskomponenten 
1 au 1 aA , 1 0 ( 1 oU') 1 oA 011' I 81=--+--v+k1t'_ xl =-k2w--4 -0 A~ -AB2aß aß' A ox AB oß • IX U.c'\, 
1 ov 1 oB ') 1 0 1 OU' 1 aB Oll' 3? 
82= Boß + ABa",lt-+-ku', x2=-k-w- BOß(BOß)- A2Bax Oy;' ( .. ) 
AO(.U) BO(V) 1 (OZW 10Bou' 10AOU') I 
(I) = - - - + - - . - , r = - 4 B O. oß - 7j 0'" oß - A oß a" ' B aß A A OX B . .,' . 
Volumendehnung 
e = EI + <2 = _1_[!.- (Bu) -+- oOß (A v) 1 + 2 kw , (33a) AB ox j 
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Normalendrehung 
1 (0 0 ) X =-- -(Bv) - -(An) . 
• 2 AB OX aß 
Schnittkräfte und )Iomente 
. Et ~l = (1 _ 1'2) (cl --;- l' E2) , 
• Et . 
..\ 2 = ---0) (E2 ,- l' Cl) , (1 - 1'-
Et 
s = »w. (1 - 1'~ . 
- Et3 
ll'Ir = 12 (1 _ 1'2) (Xl + V X2) , 
- Et3 
Jh = 9 (X2 + V xI) . 12(1-1'·) 
Et3 
.vIr2 = ---(2 T T he) . 
2.1 (1 + v) 
(33b) 
Eliminieren wir aus den Gleichgewichtsbedingungen die Querkräfte Ql und Q2 
und setzen wir die Schnittgrößen entsprechend (3.1) ein, dann erhalten wir bei 
VernachlässieCfung der Größe - im Ausdruck 1 -L - folgende Gleichungen t k
2 (t 1.;2) 
~ 12 - 12 
-1----(f--c-2k-)w -(1-~')--+(1-1') k2n--- + 1 r ae t
2 k 0 0 . • 9 1 1 ox . ( I.; OW) 
A Lax 12 0'\ B aß \ A OX 
1 - y2 
··'---x=o. Et . 
1 i](-) t2 1.: 0 -.' 1 ox (' I.; ou.') B -. - - - (I 2_ 21.:2)u·1 + (1-1')---" + (1 - 1') k2v ._-~ + (35) ari 12 aß ' J A OX \ B aß 
1 - vi 
. --1"=0. Et . 
t f"2 I t? . 1 _ 1r2 
c 12 1 L(l-- V)jk(-)- 12{lP -;- 1.;2 (1- v)] (P + 2k2)}IC + ~ Z=O. 
Eliminieren "ir an,,; den Gin. (:35) und (:33) die Tangentialverschiebungen 11 
unr! 1'. so erhalten wir 
E!iJ.ninit'I:PIl w!r f:) aus den C:1n. (36\, dann erhalten wir die folgenden Grund-
c11ftt'rentlal)!lelchungen (kr Kugebchale 
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( P , kZ)2 ' 1 (V') 2 k2) 1 1 T V 0 { (2 } I [ 12 (1 - Vi) k2 'T T - + tU = Etk l AB Q()(. (BX) + 
+ :ß (A Y) j + (1 - v) kZ - 172 [1~~~ (a~ (BX) + a~ (A y)- ~l} , (37) 
( P + 2 k2 ) X = 1 + v _1_ {~ ( 4 X) -~ (B Y) 1 JI 
Et ABoß< ax J' 
. t 1 
Bei dünnen ~chalen, d. h. für R C;; ao' können im allgemeinen alle Glieder der 
t2 
Gin. (35), die die Größen 12 k und ihre Ableitungen ~enth8lten, vernachlässigt. 
werden. Aus (35) ergibt sich dann 
1 ae 1 aX ' ( . kau')' 1 - v2 • 
---(l-v)---r-(l-v) k2u--- ,,--~\'=o. 
A a" Baß A 0:>', Et 
1 ae 1 ax (' 9 k OIe)' 1 - 1,2 _ 
B aß " (1 - v) A iJx + (1 - v) \k-v - 13 oß T ~ } = 0 , 
t2 
- (1 -+ v) k e - - p ( V2 ...:-. 2 k2) If 
, 12 ' 
1 - y2 
--;- ---pf(Z = o. 
Die GIn. (36) lauten mit diesen Vernachlässigungell 
[12, (1 - v) k2] e - (1 - v) (p + 2 k2 ) 1,,'11' = - . 1, 
1-v2CiJ Q i -~liJ,,(BX)--;--aß (Anl, I 
t2 1 - )'2 
(1 -i- v) ke T 12 ~,'!. (1 2 T:2 k2) 11' = ---yrZ, 
l-,vlio T 0 ,: ( P-')k2)X =----1--;:;(,·1.\:1--0 (E})i· 
, - Et AB ,al) , . " ' i 






(39 a, b, c) 
r I 
([L:_ 2 k2) ( 1-2 12. _L 1) 1(' = 
, 12(l-v2)k'!. 
1 J 1 f a 0' IZZ I 
= -l~ l-(BX) - a~ (A 1')1" (1-1') kZ -- -,,-. I" I (40) Etk ABo" fJ! 
1,1'1!0 , a Ti 
( P --'.. 2 k2 ) X = -et A B l iJiJ (.4 X) - ox (B I ) ! . 
2.2 Biegetheorie der flachen Kugdsehale 
Wie vorher bereits erwähnt. gilt bei flachen Schalen dit' Annahme d8~ ~~c 
-4 2 d,\:2 ~ B2 dß2 unabhäncia vom Gauß"chen Krümmungsmaß. Setzen wir 
K = k2 = 0 in (40) ein und '\etrachten ,yir zur ,-ereinfac'hung nur eint' Be-
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lastung Z in Richtung der Schalennormalen, dann 
Grunddüferentialgleichungen der flachen Kugelschale 
erhalten wir folgende 
( 
Et) y2Z 172172+ --. 172 w =-DR2 D ' 
172 X = O. 
} (41 a. b) 
Aus (39b) erhalten wir für die Volumendehnung e mit k2 = 0 
e = 1 - v RZ _ Rt2 172 172 W • 
Et 12 (1 + v) 
(42) 
Die tangentialen Verschiebungen können aus (35) wie folgt ermittelt werden 
R2 1 oe t2 R 1 0 R OW R2 °X 1 
u = - (1 _ v) A OiX + 12 (1 - v) A OiX 172. W + A OiX + Ei oß ' (43) 
R2 1 oe t2 R 1 0; R ote R2 OX 
v = - (1 _ v) Baß + 12 (1 - v) B aß VZw + Boß - A aiX . 




Die Schnittkräfte und :Momente folgen aus (34). Die Querkräfte können aus 
den Gleichgewichtsbedingungen ermittelt werden 
Ql = AlB {:ß (AM I2 ) + ~: llc112 - :iX (B~l)11) + ~: M 2} = - 1 
_ Eta -.!:..~ r2 w 
12 (1 - v2 ) A 0 ,x ' 
1 {a aB . 0 a A} f (45) 
Q2 = AB OiX (All1t2) + oy. .M12 - aß (AJf2) -+- aß MI =-
Et3 1 0 _ 
12 (1 _ v2) Baß v2w . 
Schließlich ergibt sich für die Randscherkräfte 
-Q _ Q , 1 OJft2 Et3 1 a _ ,1 Et3 Or I 
I - 1 T - -- = - - l' Zu·--,-
B aß 12(1 -v2 )AoiX "B12(1+ v)oß' ! 
Q-? =~ Q? -'- -.!:.. aJlr2 _ _ Et3 1 a 1 Et3 07: (46) 
- -, A ox - 12 (1 - l·2) Boß 172 w + A 12 (1 + v) Ocx' I 
s = S + k JE 12 ~ S . J 
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Die Biegetheorie der flachen Kugelschale läßt sich auch mit Hilfe einer 
Spannungsfunktion ([> (a, ß) darstellen. Die entsprechenden Gleichungen sind 
N _ 1 0 (1 0([» 1 oB (j([> 
1 - BiJß Boß + A2BoOl. (Ja ' 
V _ 1 iJ (1 iJ([» 1 oA iJtP 
• 2 - A iJaA oa + A B2 iJ ß iJ ß ' (47) 
S _ 1 (iJ2([> 1 iJB iJ([> 1 0 A 0([» 
- - AB ßa iJß - B iJa iJ ß - A aß oa . 
Aus (47) folgt 
N 1 +N2 = P([>, 
1-v I-v e = --(NI + N z) =-- rz([>. Et Et 
(48) 
Bei Belastung nur in z-Richtung (X = Y = 0) erhalten wir aus (39a, b) 
mit k2 = 0 und e = 1 ;;t v f72 ([> die folgenden Grunddifferentialgleichungen 
der flachen Kugelschale 
~ V2 rz tP - V2 W = 0 . Et . 
D R V2 172 -w + P tP = ZR. 
} (50a, b) 
Die Gln. (50) führen direkt zur Ermittlung der Schnittkräfte und Momente. 
Die Berechnung der Verschiebungen dürfte, besonders bei komplizierten 
Aufgaben, nicht einfach sein. 
2.3 Bemerkungen zur Lösung der Gleichungen (50) nach Wlassow 
Die von Wla~8ow [9] gegebene Lösung der GIn. (50) beruht auf den Ansätzen 
Et 
W= V2 V2 F(OI.,ß) und $= R PF('X,ß)· (51a. b) 
Mit diesen Ansätzen ist GI. (50a) erfüllt und GI. (50b) erhält die Form 
( Et) . . V2 V2 + D Klo W = 0 . (52) 
Der Vergleich zwischen dieser Gleichung und GI. (41a) zeigt, daß (52) keine 
vollständige Lösung für die Durchbiegung W (x, ß) liefert. Der Grund dafür 
liegt in den benutzten Ansätzen. Mit dem Ansatz U' = rz rz Fallein \\ird aus 
der GI. (50a) 
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Daraus erhalten wir (/> = ~ [72 F + 1p, wobei 1p (x, ß) eine analytische Funk-
tion in (X und ß mit (/2 [721p = 0 ist. 
Setzen wir andererseits (/> = Et PF in (50a) ein, dann erhalten wir 
R 
(/2 P (/2F - (/2 w = O. Daraus wird W= P [72F + t, wobei f (x, ß) eine 
analytische Funktion in x und ß mit Pt = 0 ist. (50b) erhält die Form 
. Et Z (vz V2 + DR2) PV2F- D = O. (53) 
GI. (53) stimmt mit GI. (12.8) von Wlassow überein. lVlas80lcs Ann~hme 
w = (/2[72F ist für die Aufstellung dieser Gleichung jedoch nicht notwendig, 
andererseits liefert sie nich: alle Lösungen w (x, ß) der flachen Kugelschale. 
Es ist also weder das Gleichungssystem (51,52) noch das Gleichungssystem 
(51,53) ein yollkommener Ersatz für die Gin. (41) bzw. (50). 
3. Flache Kugelschale in elliptischen Koordinaten 
Im folgenden werden wir die Grunddifferentialgleichungen (41) verwenden. 
Diese Gleichungen sind für unsere Aufgabe besonders geeignet. da sie es 
gestatten, die Verformungen der Schalenelemente, die zur Erfüllung der 
Randbedingungen bekannt sein müssen, in einfacher 'Weise zu berechnen. 
:l.l Die allgemeine Lösung der GrunddiUerentialgleichungen 
Die Grunddifferentialgleichungen der flachen Kugelschale 1ll allgemeinen 
Koordinaten sind 





!C~ (._. p) ist eine beliebige partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung, 
dIE' yon dE'r Belastung Z (x. ß) abhängt. 
/1"0 h. p) ist die Lösung der homogenen Gleichung 
I~II'O = O. 
!-'chließlich sind il'j 1\. rJ) und IC~ C\:. ß) die Lösungen der Gleichungen 
f"lu'! - i/':"!.U:l = O. 
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die die Komponenten der homogenen Gleichung 
[72 V2w+ k4 w = 0 (k4 = :~) (58) 
darstellen. 
3.2 Die Lösung der homogenen Differentialgleichungen 
Die Gin. (57) haben imaginäre Koeffizienten, so daß sie konjugiert komplexe 
Funktionen als linear unabhängige Lösungen haben. Die beiden Lösungen der 
GI. (57a) und (57b) bilden ein Fundamentalsystem für GI. (58). Daher sind 
auch ihre reellen und imaginären Teile ein System von vier unabhängigen 
Lösungen, das die GI. (58) befriedigt, nicht aber die GIn. (5i). GI. (5i a) lautet 
in elliptischen Koordinaten 
02u'1 02W1 i c2 , i k2 c2 ox2 + 0(32 +2h2 (C2- C2)Wl=O, mith2 =2Rt V3 (1- y 2) =-4-' (59) 
Da die Durchbiegung W (IX, ß) eine periodische Funktion von ß mit der Periode 
2 n ist (w (ß) = w (ß + 2 nil, können wir Wl (0;, ß) = I (0;) g (ß) ansetzen, 
wobei g (ß) eine in ß periodische Funktion ist. Mit diesem Ansatz wird aus (59) 
d21 d2g 
g dcx2 + f dß2 + 2 h2 (C2 - (2) fg = 0, 
1 d2 / 1 d2g. , 
- - + - - + 2 h2 «( 2 - c?) = 0 . /d~ gdp -' 
1 d2 / ." 1 d2 g • ') " _ • 




- 2 - (2 h2c? - ;.) = 0 
g dß2 - und 
1 d2 j, ., . 
- - -,- (2 h2( ? - I.) = U . f d~2 ' - . 
d
2
g --:- (). _ 2 h2 ;.) = O. 






- (A - 2 h2 (2) = 0 . 
x 1 
(60a. b) 
Die Gin. (60) sind eine JIathieusche und eine modifizierte jiathieusche Differen-
tialgleichung mit rein imaginärem Argument (hZ). Die hier intt'ressierenden 
Lösungen der GI. (60a) müssen die Periode 2:r haben. Das bedeutet. daß für 
die Parameter nur die Werte an (hZ) und bn (hZ) in Frage kommen und die 
dazu gehörenden Lösungen die ~lJathieuschen Funktionen Cf" (P. h2) und 
.sen (ß, h2) sind. Da GI. (60b) durch den Ansatz i~ = ,I) dieselbe Gestalt wie 
GI. (60a) annimmt, wird diese Gleichung durch die Funktionen ren (i'X. h2 ) 
und sen (iex. h2) bzw. Ce n (x, h2) und Sen (C\, h2} befriedigt. 
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Durch Superposition der Mathieuschen Funktionen erhalten wir die Lösung 
der GI. (59) 
101 ((X, ß) = f ((X) g (ß) 
00 00 
= L(Xn cen Gen + L ßn sen Sen 
n~O n~l 
00 
= L (Xn [(cern Gern - cein Gein) + i (cern Gein + cein Gern)] + 
n=O 
00 
L ßn [(sern Sern - sein Sein) + i (sern Sein + sein Sern)]· 
n~l 
Schließlich ist die Lösung der GI. (58) 
co 
101+2 (x, ß) = ~ Aln (cern Gern - cein Gein ) + ~ A2n (cern ('ei" +-
1/~-O n=O 
00 
-+- cein Gern) + ~ A3n (SeTn SeTn - 8ein Sein) +-
n~l 
00 
-t- LA4n (sernSein + seinSern) . 
n~J 
GI. (56) ergibt sich aus den Gleichungen (57) durch Einsetzen von k2 bzw. h2 = O. 
Es wird 
00 00 
Wo (x, ß) = L A 5n een (ß, 0) Gen (x, 0) + ~ A 6n 8e n (ß, 0) Sen (x, 0) 
n=O Jt=l 
'Xl 00 
= L A 5n Cn Gn + L Asn Sn Sn· (61a) 
n=O n=l 
Analog ergibt sich aus (54b) 
'"C "" 
X (x, ß) = ~ A 7 " C" C" +- L Asn 8,. S" . 
n=O 11 =1 
(61b) 
}1it (55) erhält man den homogenen Lösungsanteil für die flache Kugelschale 
in der folgenden Form 
'Xl 
11" (x. ß) = L[Asn Cn C" -+- Aln (cer n Cer" - cein Cei n) +-
n=O 
x 
-:- ~ [Asn Sn Sn -;- A3n (ser n Sern - sein Sein) +-
n=l 
":"0 00 
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Für ein Problem, bei dem die Störung mit wachsendem 0.: abklingen muß, ist 
diese Lösung unbrauchbar, da W (0.:, ß) und X (0.:, ß) für große Werte von 0.: 
nach Unendlich gehen. Eine Lösung, in der die geforderten Randbedingungen 
erfüllt werden, ergibt sich wie folgt. 
Für die Funktion f (0.:) in (60b) werden die modifizierten Mathieuschen Funk-
tionen ~lf en (a, h2 ) und N en (0.:, 1t2 ) gewählt. Die Lösung der Gleichung 
1/2 Wo = 0 wird zu 
00 00 
Wo (x. ß) = L Bon Cn e- nx + L B6n Sn e-'''' 
n=O n=l 
angenommen. 
Dies ergibt sich aus der bisherigen Lösung wie folgt 
00 00 
Wo (0.:, ß) = L asn Cn Gn + L a6n Sn Sn = L e"X (bsn Cn + bsn sn)· 
n=O n=l 1l=-':lQ 
Wählen wir n von - 00 bis 0, dann wird 
0 0000 
Wo (a, ß) = L en ' (bsn Cn + ben sn) = L Bsn e- nx Cn + I B sn e- nx Sn, 
__ 00 n=O n=l 
wobei asn, asn, bsn, ben, Bön und B6n Konstanten sind. 
Die Aufstellung dieser Lösung der homogenen Gleichung verläuft genau "ie 
vorher. Es ergibt sich 
00 
11) (0.:, ß) = L [Bsn e- nx Cn + Bin (cern 2Jf ern - cein .1lf ein) + 
n~O 
-+- B2n (cern Mein + cein illern )]-i-
+ 1 [Bs" e- nx Sn + Ban (sern N ern - sei" Nein) 
1I~1 
-+- B4n (sern Nein + sei" Nern)), 
00 00 
X (0.:, ß) = L B7n e-'" Cn + L Bs" e- II ' 8n . 
tl=O "\=1 
3.3 Partikularlösung der Grunddifferentialgleichungen 
Setzen wir Z (cx, ß) als .1Iathieusche Reihe an, so folgt 
Z (0.:, ß) = Zl (0.:, ß) + Z2 (0.:, ß) 
= i i P mn eem (ß, h2mn) Cem(x, h2mnl + 
m~O li-I 
00 00 
-i- L I Qmn sem(ß, h!n) Sem (x, h;1I)' 
m~I ,,~l 
(63) 
Zmn = P mn eem (ß, h~n) Gem (a, h;n) + Qmn sem (P, h~n) Sem ("x, h;'n) , 
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Als partikuläre Lösung Wz wählen wir 
Wz (a, ß) = Wl (a, ß) + W2 (a, ß) 
00 co 
2 h2 ) 





" -2 4 h;'n 4 hmn 
= - --cz-Wlmn - --cz- W2mn , 
4 -~ 16hmn 16h;;'n 
---Wl mn + --- 1C2 mn 
C4 e4 
6 -., 
64 hmn 64 h;,n 172172 172wmn = - ---Wl mn - --6- W2 mn . 
e6 C 
Aus GI. (54a) erhalten wir 
c4 
Y}mn = P mn , 
D (16 h~n + c4 k4 ) 
c4 ~mn = 0 Qmn. (65) 
D (16h;'" + c4 k4 ) 
Damit wird aus der Partikularlösung (64) 
00 00 c4 P 
" " 'mn ß 2 C h?) -L ICz (:X, ß) = ~ ~ D (16 h2 + 4 k4 )cem ( ,hmn ) 'em (a, "mn , m~O n~l mn C 
Cm diese Lösung zu bestimmen, braucht man die Koeffizienten P mn, Qmn 
und h~n der GI. (66). Für gleichmäßige Belastung P = const der Strecke 
"\: = 0 bis :x = Xl müssen nach Perry (7) folgende Gleichungen erfüllt sein: 
P mn Ce' m (0, h;',n) + Qmn Se' m (0, h;,n) = 0 
P mn Ce'rn (Xl. h~'ii') + Qmn Se'm (al, tl;,n) = 0 . } (67) 
Wegen der Doppelsymmetrie der Belastung ist Qmn = 0 und P mn = 0 für 
ungerades In. Damit wird 
p = 2: 2: P mn cem (ß, h;"n) Cem Cx, h;",,) . 111 = 0,2,4 .,. (68) 
rn~O )/=-1 
Die GI. (67) vereinfachen sich zu Ce;" (0, h;',,) = O. 
(identisch erfüllt) und (69) 
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Die Argumente h~n lassen sich aus (69) ermitteln; die Koeffizienten P mn 
erhalten wir aus dem Integral 
Es folgt 
-"<:1 2:'T 
J J P (G 2 - cz) Gem (cx, h!n) Cem (ß, h~n) dß dx = 
o 0 
P J! Gem (x, h~n) (2 Ag'G2 - A~') dx 
o 
c<, 
J Ce;', (x, h~n) (G2 - J) dx 
( 
1 2:<. ., ) 
I = - J ce;;' (ß, h;',,)czdß . 
;r 0 
o (70) 
Die so gewonnene Partikularlösung der Biegetheorie erfordert bei ihrer 
weiteren Verwendung zweifellos einen großen Rechenaufwand. Es sei daher 
im folgenden von der üblichen und zusätzlichen Vereinfachung Gebrauch 
gemacht, die Partikularlösung nach der Membrantheorie zu ermitteln. Diese 
Lösung der Grunddifferentialgleichung (54) ist für konstante radiale Be-
lastung (P) 
R2p 
U'p = -- (1 - v) . 2 Et (71) 
3.4 Vereinfachung der Lösung der Grunddifferentialgleiehungen für konstante 
radiale Belastung P 
Wegen der Doppelsymmetrie der Belastung zu den beiden Achsen x und y 
wird die Durchbiegung U' (x, ß) symmetrisch und die Normalendrehung 
X (X. ß) antimetrisch in bezug auf diese Achsen. Daraus ergibt sich 
A 6n = Aan = A4n = A7 n = 0 und n = 0,2,4, ... "'-. 
Setzen wir A 1n , A zn , A an und A 4n statt A 5n • Aln • AZ n und A7n , dann erhalten 
wir aus (62) und (71) 
Jt2p 00 
1/' ('\. ß) = 2E (1 - v) + ! [A 1ZIl C2n GZn - ..1. 2211 (cerZnCerZn-
t lI~O 1 
- cei211 Ceizn ) + A 3Zn (cer2n Ceizn + reizn ('erz,,)]. ~ (72) 
00 
X (x, ß) = L A 4 zn 82n S2n . 
H=l 
/I = 0, 1. 2, ... I 
Analog dazu folgt aus (63) und (71) 
Il' (x. ß) = R2 P (1 - v) T 1 [B12n e- 2", C2n -+- B 2211 (eNz n JI erz" -2 Et ,,~O 
- ceizn Jlei 211 ) + B a2n (cerznJ.lleizn -:- cei2n Jferzn)!. 
00 
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4. Flache Kugelschale mit elliptischem Kern 
4.1 Problemstellung 
Wir betrachten eine flache Kugelschale mit elliptischem Kern nach Abb. 1. 
Die Schale ist aus homogenem Material und mit gleichmäßigem Innendruck P 
belastet. In genügender Entfernung vom Kern wird Membranlagerung a~. 
genommen. Es werden die drei Fälle: "starrer Kern" - "Loch" - "elastI. 
scher Kern" - getrennt untersucht. 
4.2 Lösungsansätze 
Zur Erfüllung der Randbedingungen werden für den Innen. und Außenraum 
verschiedene Lösungen entsprechend den Gin. (72) und (73) gewählt. Die 
Volumendehnung e ergibt sich aus (41) und (39a) zu 
1-v 1-v 
e = 1ft R P + ~ Wh + c[J (:x, ß) , (74) 
wobei Wh die homogene Lösung der Grunddifferentialgleichung (54a) und 
c[J (x, ß) eine analytische Funktion in (:x) und (ß) mit V2 c[J (:x, ß) = 0 ist. 
Für den Innenraum wird 
(75) 
und für den Außenraum 
angesetzt. 
Hiermit werden die Gleichgewichtsbedingungen und die Verträglichkeits. 
bedingungen erfüllt. 
4.3 Spannungs- und Formänderungszustand 
:aIit Hilfe der Durchbiegung, Normalendrehung und Volumendehnung können 
die gesamten Verformungen und Beanspruchungen nach Abschnitt 2 ermittelt 
werden. Im folgenden werden die zugehörigen Formeln angegeben. Bei ihrer 
A~fstellung wurde angenommen, daß ! h2 I < 1,4688 ist, was normalerweise 
bel flachen Schalen zutrifft. Dann wird a2n (h2 ) reell und 
cer" = - ;. cer - 2 h2 C2 cei , I 
cei" = - ).cei + 2h2c2cer, 
Cer" = ACe r + 2 h2 C 2 Gei , 
Gei" = A Cei - 2 h2 O2 Cer. 
Zur Vereinfachung der Schreibweise seien folO'ende AbkürzunO'en benutzt 
" " 
Am = A m2n , B rn == B m2n , A = a2n (h2) , 
cer = cer2n (ß, h2), cei === cei2n (ß, h2) , 
Cer = Cer2n (x, h2 ) , Cei 0= Cei2n (IX, h2) , 
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Daraus folgt 
a) für den Innenraum 
R2P(1-v) 
w= 2Et + 
00 
+ .I {Al c2n C2n + A2 (cerCer - cei Cei) +Aa (cer Gei + eei Cer)}, (77) 
n=O 
u - 2:00 {A - 2 V2 (1 + v) Rn C2n 8 2n + A t V6 (1 - v2 ) ( C.' 
- IiJ 2 cer et + 
c (1 - v) (C2 - C2)1/2 6e(1-v)(C2 - c2)l/2 11 00 0 
. C t V6 (1 - y2) ( C' . C ") + ce! er') - Aa G I/'} cer er - cn e! + 6e(1-v)( 2-C2) -
-L A 2 V2 R2 n C2n 82n } 
, 4 C (G2 - C2)1/2 ' (78) 
v = ~ {A 2 V2 (1 + Y) Rn 8211 C2n + A
2 
t V6 (1 - v2) , (cer' Gei + ~ 1 c (1 - Y) (G2 - C2)I/2 6 c (1 - v) (G2 - C2j1/~ n -000 
t V6 (1 - y2) (' C '. C ') + ce i" Oer) - A a 1/" cer er - ce! el-6 c (1 - v) (C2 - C2) -
A 2 V2 R2n 82n C2n} (79) 
- 4 c (02 _ C2)1/2 ' 
T P R ~ { Et [ (1 + y 8 Rn2 (1 + V») 
]V I = 2 + L..J Al (1 _ Jl2) CZ1I 02n ,~- c2 (G2 - C2) + 
n=O 
4 Rn (1 + Y) '8 8)] 
-i-- (8211 82 02n --j-- C2n 211 2 + 
C2 (C2 - C2)2 
Et l . . (1 + y (1 + v) (C2 - y (2»)' + A 2--- (cer Cer - cel Cel) -R - R (C c ) + (1 - y2) , '2 - 2 
). t 1/3 (1 - Jl2) t J!3 (1 - Jl2) . ' 
--L t (cerCei+ceiCer)+. 2 (8z(cer Get + 
I 3 c2 (C2 - C2) 3C~(C2-C2) 
+ Cil i' Cer) - 8 2 (cer Oei' + cei Ger'))] + Aa R [(cer Cei + 
. (1 + v _ (1 + 'P) (C2 - v C2»)' _ }.I V'3 (1 - v2 ) (cerGer-
,ceIGer) , R R (02 - (2) 3C2(G2 - C2) 
t 1/3 (1 - )12) ,. G ") ( G 
-ceiOei)+ t (82 (cerGer-cel el -82 cer' ,er-3 c2 (C2 - C2)2 
] 
4 R2nEt [ 
- cei" Gei» + A4 c2 (1 + v) (Ga _ C2) 2 n C2" G2n -
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_ 82 82n C2n _ C2n 8 2n 8Z1"} , (80) 
(C2 - C2) (C2 - cz) 
p R ~ { E t r (1 + v 8 R n2 (1 + v)) 
N 2 = 2 + L... Al (1 _ vZ) lC2n C 2n ,~+ c2 (C2 - C2) . -
n~O 
4 Rn (1 + v) I j I Et 'I " _ 
- . " (8211 82 C2n , C2n 8 2n 8 2 ) ,A2 -(1 0) .(cel Cer 
c2 (C2 - C2)2 - v-
" " (1 + v (1 + v) (C2 - v Oz)) At V3 (1 - v2 ) ( "C" + 
- ce! Cel) --+ - cel el \ R cZ (C2 - C2) 3 c2 (C2 - C2) 
C) t V3 (1 - v2) (8 ( C·, "ri ') ( 'C" + + cei er + " 2 cer el + cel L er -82 cer el 3 c2 (C 2 - C2)2 
+ cei" Cer)) 1 + A 3 (1 ~t v2 ) l (cer Cei + cei Cer) C ; v + 
, (1 + v) (C2 - v C2))' I }. t V3 (1 - v2 ) • rr _ " C' ") + 
T R (C ) T 3 2 (C ( ce I L· e r c t I e ! 
2 - C2 C 2 - C2) 
, t \3 (1 - v2 ) (( C' . C· S C" "rr "'))1 ; T 32 (C )282cer' er-cet" el)-'2(cer er-CeILle! T c 2 -C2 
, A 4 R2 n Et l 2 82n 82C2n C2n82n821l 
, 4 - n C2n C2n + - J' 
c2 (1 + v) (C2 - C2) (C 2 - C2) (02 - C2) 
(81) 
00 
8= "V {-t Et [16(1+V) ,2 L.J "1 2 c2 (1 + v)(C2 - cz) (1 _ v) Rn 82n 8 2n-D=O I. 
8 (1 + v) Rn '" 1 
- (1 ) (C ) (8 2 C2n 82n - 82 C2n 8 2n ) + 
- V 2 - C2 
Et21'3 (1 - v2 ) [ 
-;- A 2 4 ? (1 "») (C ) 2 (cer" Cei' -;- cei" Cer' -c- - v- 2 - C2 
9 . 
- (C2 =- C2/''i2 (cerCei' +ceiCer)+82 (cer" Cei +cei" cer))j + 
_ 43 Et
2 f3 (1 - v2 ) r 2 ( "." '. C' "') , 
" 4c2(1-v2)(C2-c2)l- cerLer-Ce! el I 
T (C2 ~ ("2) (sdcerC'er' -ceicei')-;-8z(cercer-Cei"cei))1 + 
-+- -1 4Et R2 n [. , 1 
, .") ("2 (1 -+- ) 2 (r' ) l2 n 82n 82n -, (82 C211 8 2n -
, v c " 2 - c2 (C 2 - C2) 
- 8 2 02n 8211) 1} , (82) 
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00 
L f -4Et3n [ 1 .111= lAI. - 2nc2n C2n+ (S2nS2C2n+ 12 (1 + v)c2 (Gz - cz) (G2 - cz) ll=Q 
-+- 8 2 8 2n C2n )j + A 212 (1 +~) ~~C2 _ C2) [Je (cer Cer - ceiCei) + 
c2V3(1-v2) 82 
-+- (C2 - vc2)(cerCei+ceiCer)+ C (cer Cer-Rt (1 - v) ( 2 - C2) 
- cei" Gei) - 8 2 (cer Ger' - cei Gei')] + (G2 - C2) 
-1-- A 3 2 Et
3 [Je (cer Cei + cei Cer) _ 
. 12 (1 + v) CZ (G2 - C2) 
c2 1/3 (1 - 1'2) • " 8Z .' . 
- t (C2-'PCZ)(cerCer-ce~Ce!)T (C )(cer Ce!+ Rt (1 - v) Z-C2 
cei' Ger) - 8 2 (cer Gei' + CeiGer')]} ' (Gz - C2) (83) 
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Etß l ( . C'·' .. C' ') , + Ag - cer e!, cel er , 
6 c2 (1 + p) (G2 - C2) 
+ 1 (S2 (cer Ger' - cei Gei') +S2 (cer Cei + cei· Ger))]}, 
(G2 - C2) (85) 
Etß } 
+ Ag-c-:-:V;=6=(1=-=p2=)-=R-(G-=-2--C2)1!2 (cer Ger· - cei Cei·) , (87) 
( 4 C2 8 s~ ) 16 n ~, _ + (G ) - (G )2 2 n C2nS 2n + (G ) S2 C 2n 82 82n 2-~ 2-~ 2-~ 
8 ]L2 1 V2Etß 
- (Cz - C2) S2 C2n G2n 1 + A 2 12 (1 + v) eS (G2 - C2)3!~ 
[ 2},S2 , .. 8S2 S 2 ... )...J.. -tC' )(cerCer-cetGet)- .(cer·Cer-cnGel I 
l 2 - C2 (G2 - C2)-
. • 4 c2 8 S2 ) 
--"----. (9/, I 2 ( C" . C .') + 
. -"(C- )-(C )2 cer er-ce! n 
2 C2 2 -- Cz , 
-'- 682 2V3(1-p2 ) 
(r' )(cer Cer' - cei· Gei') - S2(cerGei-i-
_1- C2 Rt(C2 - C2) 
, . C' ) I (2 c2 V3 (1 - p2) 12 c2 (,1 + p) (CI - CI») G·' + 
,Cel ·er , - , (cer e! 
Rt 2}'3(1- p2)Rt 
1 
/-
T cel ,er T 3 - (cer el I ·C' ') . A l2Et3 l 2}.S2 G .+ 
12 (1 + p) eS (C2 - C2)3!2 (G2 - C2) 
TcelCer)- , (cer Ge1-i-cet·Cer) + 2).+ -,. 8 S2 82 . .. ( 4 CI (C 2-CI)2 (C2 - C2) 
8~ • 6 
-tC ·2 )2)(cerC'ei'+ceiCer')+ 82 (cerGei'+ 
2 - C2 (C2 - C2) 
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. C' 2 V3 (1 - }/2) 82 (0 . 0 ') ~ cel' er) + R cer er - ce~ et + 
t (02 - C2) 
(
12 c2 (1 + v) (02 - C2) 2 c2 V3(1-}/2l ) , .., ]} 
-'- l' - R (cerOer -cetOe!) , 
. 2 13 (1 - v2 ) Rf t 
(88) 
b) für den Außenraulll 
00 
R2P(1-}/) L . . 
w = + {BI C2n e-2n ,,+ B2 (cer Mer - ce, Jle~) + 2 Et 
n=O 
+ B 3 (cer ~ll ei+ cei Jlf er)}, (89) 
(00) 
t li6(1-v2) (cer' Jfei + cei' .ller)-
- B 2 1/9 6 c (1 - }/) (02 - C2) -
B t V6 (1 - }/2) (cer' ~lf er - cel:" J1 eil i 
- 3 6 c (1 - v) (02 - C2)1/2 
2 V2 R2n 82n e-~n~ } 
+ B 4 (0 )1/2 ' C 2 - c2 
(91) 
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"1 Et \ (1 r v 
+ cei M er') - 8Z (cer' M ei + cei' 211 er) ) j + B 3 (1-vZ) . ; -
(1+V)(CZ-VCZ)')( M '+ "4" ) ;,tV3 (1-V2)( 'I 
_ cer e~ ce~ ~Y1 er - cer., er-
R (C2 - cz) 3 c2 ('2 - C2) 
, , t V 3 (1 - v2 ) (' CI l' ':l1 ") 
-cetMet)+ ? C )9 !~2(cerll'er -cel.·el -
3 c- ( 2 - C2 " 
)'1 4R2nEt - 8Z (cer' 11'1 er - cei' 111 eil j + B 4 c2 (1 + v) (C 2 _ C2) 
[_ 2 n C2n e- 2n " + (' 1 ) (82 82n e- 2nx - C2n 8 2 e- 2n ,) \ l, ' (92) l (2 - C2 
'Xl 
O\T PR L {B Et l _9 (1 + v , 8 (1 +- v) Rn2 ) ~'2=-+ l--- C2n e - n ,,---,- -
2 r. (1 - v2 ) R ' cZ (C2 - C2) 
n~O 
'JI ' .)1 Et [(1 + v . 
- Ce!. er) - 82 (cer' .11 ei +- cei' .ili er) j +- B3 (1 _ v2) l,~ + 
I (1 +-v) (c,,--v C2 )) ',' ' t1'3 (1 _ 2) 
'R(C ) (cerJ1elice~J1er): I, v (ceril1er-
2 - C2 3 c2 (C2 - C2) 
, , t V3 (1 - v2 ) (' 
- cel .11 el) - , ? 8 2 (cer .111 er' - cei .11 ei') -3 c2 (Cz - C2)- , 
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'X) 
8- "'Vi Bl -4EtRn [2n8 e- 2"",+ 1 ( -"nx' 
- 6 I c2 (02 - C2) (1 + v) l 2n (02 _ C2) 82 CZn e - J n ~O 
S -on x )1' B Et2V3(1-v2) [( "if ' 
-;- Z 82n e - T 2 2 c2 (1 _ '1'2) (02 _ C2) cer ~'> er + 
-;- cei" l1Ier') - 0 1 )(82(CerlVIei'+ceiJf€r)+S2(Cer'Jfei+ ( 2 - C2 
')1 Et2 J/3(1-v2 ) r "11' ~ cet llIer) + Ba ~ - (cer ~r er -
J 2c2 (1 - V") (02 - C2) 
- cel" Jf e i') + 1 (8d cer M er' - cei """tl ei') + Sz(cer'}I{ er-(02 - C2) 
- ce i' JI eil) 1 + B 4 c2 (1 ~ 4:;;:2~ C2) r 2 n 82" e- 2n , -r 
loS _0 ')1 1 ~ (C ) (cz n 82 e-" x + 2 82n e _11.' J' 
2 - C2 
(94) 
1 2 Eta r - 82 " ~ e-""")J ' B l (cerlfer-
-8Z"·2 - T 212(1+v)c2(02-c2) (CZ- C2) ~ 
- cei JIei') + ,82 (cer' JIer - cei' Jlei) -r J. (cer Jler-
([2 -C2) 
c21/3(1-v2) . " " 1, 
-ceiJiei) + (02-1'Cz)(cerJiet-ceIJler) -t-Rt (1 - v) J 
~ B (cer"iel Tcel " er -2 Ef3 l' S2 },r" ' II ') 
3 12 (1 + v) c2 (02 - C2) (02 - cz) . 
,-----,:-
82 ,,'.', , c2 t"3 (1 - ')12), 
--- (cer Jl el -t- cel JI er) -;- Rt (1 _ 1') «(2-(C2 - c2 ) 
-1'C2) (cer~lIer-ceiJIei) -). (cerJIei+cei JIer)} , (9.5) 
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! B (cer Mer - cei 1 ei -2 Et3 l 82 '" M "') 
T 2 12 (1 + v) c2 (Oa - ca) (Oa - C2) 
82 (cer" llfer _ cei" Mei) - }.(cer 111er - cei Mei)-
(C2 - C2) 
c2 V3 (1- v2 ) "\ 
- (c2-vC2)(cer.llfei+cei~l1er) + 
Rt (1 - v) . 
..l.. B 3------ cer ~ ei + cel;, er -2 E t
3 l S2 ( M"' "'1 ') 
. 12 (1 + v) c2 (02 - C2) (C2 - C2) 
82 c2V3(1-v2.) 
C (cer"lv1ei+cei"1I1er)+ R ) (C2-( 2 - C2) t (1 - v 
- 11 0 a) (c e r Me r - ce i Me i) - Ä (c e r Me i + ce i Me r) \ } , (96) 
I S2 (" ,.T "" M ")J + B Et3 T (C' ) cer l'.L er - cei J ei 3 ) 
2 - C2 6 c2 (1 + Y) (02 - C2 
r - (cer Md + cei" il1er') + 82 (cer Ji[ei + cei" MeT) + 
L (C2 - ca) 
, 8 2 ( ',T"" "M ') l} I (C
2 
_ C2) cer 11'1. ei T cet 1 er , (97) 
Ql = ~{B - Et2 (,.T ~ 2 c V6 (1 _ v2) R (C2 _ C2)1/2 cer~.L ei' + cei 11'1 el) + 
E~ 1 
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8 s! .,'" 6 82 "' 
------(cerJIet +cetJler)T C' ) (ceT" Jlel , (C2 - C2)2 l 2 - C2 
2 Ji3 (1 - v2 ) c2 8-, .. 
,cei' J[ er') + -(cer .lIer - cel JIel) , 
Rt (C2 - C2) 
_ (ur J[er ." _, (_ 21 3 (1 _ Jl2) c2 _ 12 (1 + v), c2 (C2 - (2) ) , 
, Rt 2tRP(1-v2 ) 
- cei.J1ei')l} (100\ 
4.4 Randbedingungen 
a) flaehe nugelsehale mit starrem Kern (.\bb. ''') 
Der starre Kern behält bei der Verformung seine Gestalt und seine Abmelisun-
gen. Für den Außenraum bei IX = Xl wird 
ol,l'a = 0 0 (wa cos 'P) = _0_ W
a 
(1 - (2 ce" - Co,)) = o. 1 
ux ' u (J iJ{J 4 R2" -
lI"a .,~ C fP IH ) 82 lDa 
'Va = - l/.atg '" = -lta -S ' tta=--R rCos tp = I~ , T Z-2R(Cz-cz)l.2 
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h) }'!aehl' Kug~lsfhale mit I'lliptisrhem 1.oeh 
Am Rande des elliptischen Loches (-x = Xl) i~t 
.\1111.;,. l"la"'H' r;: \ll!(~I ... ('hale mit 
:-tarn-'HI Kern 
Sla=O, JI1a=O, Sa=O, (Jla=O. (102) 
c) Flache Kugelsthaie mit elastiseh~1Il lürn 
Zwischen dem Innen- und Außenraum~ entsteht keim' Klaffung. Aulkrdem 
müssen am Kernrand (x = ;"1) die Beanspruchungen für Innen- 1I11<l Au13en-
raum gleich sein. Es folgt 
Ili = Ua , 1·; = t'a, lei = IC a , (C' i :::.= I.C ' a . } (103) 
.:\\i = .:\\a, Jlli = ]I1a , Si = Sa, 4Jli = (ha. 
Die Bedingungen (101). (102) und (10:3) stellen die Cbergangsbedingungen 
zwischen dem Innen- und Außenraum dar. Daraus folgen mit Hilfe d~r 
GIn. (77 -100) Bedingungsgleichungen für die Integratiomkonstanten. DIe 
Ermittlung der Integrationskomtanten kann durch die Fehlerquadratmethode 
oder die Kollokationsmethode erfolgen. Da keine Orthogonalitätseigenschaften 
zwischen den Koeffizienten dieser Gleichungen bestehen. ist die erstgenannte 
)'Iethode nur mit großem numerischen Aufwand durchführbar. Es wurde 
daher für diese Arbeit die Kollokationsmethode ,'erwendet. Die numerischen 
Reehnungen wurden auf einer elektronischen Rechenanlage*) durchgeführt. 
Die Bedingungen am freien Rand sind schon bei der Aufstellung der Lösung 
für lIen Außenraum (GI. (78)) berücksichtigt. 
EP 
Da für "\ = '" 11"" =--- (1 - v) und .', = 0 j,it. 2 Eta I" 
wirtl B]O = B~o = u . (104) 
*1 Tvp: Znse Z 22 R. 
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4.5 Übergang zu Polarkoordinaten 
(X = ce, C = 0, h2 = 0, ß = {} und 2 h O2 = kr . 
Daraus wird 
cerZn = cos 2 n{), ceiz1! = 0, CerZ1! = a ber2n (kr) , 
Cei2n = - a bei21! (kr) , 
J1er2n = a' her21! (kr) und Meizn = - a' hei2n (kr). 
Da die Durchbiegung u; (r, {}) und die Verdrehung X (r, fJ) bei symmetrischer 
Belastung unabhängig von {} sind, ist nur n = 0 brauchbar. Dadurch erhalten 
wir für den Innenraum 
R2p (1- v) 1 U'i (r) = ') E . + Al ber (kr) + A 2 bei (kr), ~ t, 
Xi (r) = 0 
(105) 
und für den Außenraum 
R2P(1-V) 




+ B 2 Ker(kr) + BaKei(kr) 
Xa (r) = O. 1 (106) 
a, a', Al. A 2 , B'l, B'2, Bi und B 2 sind Konstanten. Be/'. Bei. her. hel, Ka, 
K ei sind die reellen und imaginären Teile der Besselschen. Hai/kelschen und 
Kehinschen Funktionen. Die GIn. (105) und (106) sind die bekannten Lösungen 
der flachen Kugelschale in Polarkoordinaten. Die Querkräfte Ql ergeben sich 
aus den GIn. (86) und (96) zu 
Qli = Cl Ber' (kr) + C2 Bei' (kr), 
Qla = D l Ker' (kr) + Dz K Ei' (kr) , 
} (107) 
wobei Cl, C2 , D I und D 2 Konstanten sind. Die GIn. (107) wurden "011 Jl. 
Es,slii/ger [2] für eine Kugelschale ohne und mit Loch angegeben. 
4.6 Zahlenbeispiel 
E" sei eine flache Kugelschale gemäß Abb. 1 mit folgenden Ausgang,wertm 
berechnet: 
p = 5 kp/cm2 , E = 2100 ~lp!cm~, l' = 0,3, R = 20 m. a = 4 b = 100 cm, 
t; = 2 tu = 6 em. 
E" folgt: -Xl = 0,25509, c = 96,3:3167 cm, ha2 = 2 hr = [.29101 i. 
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Die Parameter }'2n (h2) = a2n (h2) und die Koeffizienten A~~ (h2) der .Jfat~ieu­
sehen Funktionen ce2n (ß, h2 ) und Oez n (0:, h2) 'wurden nach den RekursIOns-
formeln (15a) und der Normierung (14) ermittelt. Die Funktionen M e~n (x, h2) 
wurden aus der Reihenentwicklung 
1J 1 (, h,?-) = ce2n (0, h
2) ce2n (i, h2 ) LOO • (_ 1)r _,c,',n (h") J (I - ,) 111 (he') e ~ ""1 - • r le . r . 
- zn -', [A2n(h2)]2 -' 
o r~O 
berechnet_ Die Konvergenz dieser Reihe ist durch Zahlenbeispiele nach-
gewiesen, wobei sich schnelle und gleichmäßige Konvergenz für alle Werte x 
zeigte. 
Die Integrationskonstanten A 12n bis A'12n und B 12n bis B 42n wurden aus den 
Reihengleichungen, entsprechend den Randbedingungen (101), (102) und 
(103) durch Koeffizientenvergleich ermittelt. Dabei ergab sich schon genügende 
Genauigkeit, wenn nur die beiden Reihenglieder n = 0 und n = 1 berück-
sichtigt wurden. Ferner liefern die Konstanten A z 2n und A 32n bzw. B22n 
und B 32n den Hauptteil der Beanspruchungen, während A 12n bzw. B12n 
nur geringe Beiträge leisten. 
Hieraus folgt, daß wir zur Vereinfachung der Lösung auf die Konstanten 
A 12n bzw. B12n verzichten können. Dadurch wird 
'C 
- I ..1 32 1' ( cer2n CeiZn -T- ceiz,. Oer2n) , 
n =0 1 (108) 
R2 P "" 
!Ca = ') Et (1 - v) -1- ~ B22n (cerZ n JIerz n -- cei2n J[ eizn ) T 
- a 11=0 
-xo 
-- I B32n (cerZ n JleiZn +- ceizn .llerzn). 
n=Q 
Eine weitere Vereinfachung ergibt sich durch Beschränkung auf n = 0 und 1. 
Der Fehler bei dieser Berechnung ist gering, besonders wenn der elliptische 
Kern klein ist. 
D~e Ab~ildungen 6 bis 9 zeigen den Verlauf der Beanspruchungen der Schale~­
Iiuttelflache der Kugelschale mit starrem elliptischen Kern. Abb. 10 stellt die 
Xormalkraft N r bei der gleichen Kugelschale mit. starrer Kugelkap~ 
(r = a) dar: u~d Abb. _11 zeigt die Hauptspannung O'max bei einer Scheibe nut 
starrem elliptischen Kern infolge allseitigen Zuges. Schließlich sind in den 
Tabe~len_ 1, 2 und 3 d.ie Verschiebungen und Beanspruchungen am Ker~d 
fur die Kugelschale mIt elliptischem Kern. bzw. Kreiskern und für die Schetbe 
mit elliptischem Kern angegeben. ' 
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Abb.6. Xormalkraft ~~ 1 bei flacher Kugelschale mit starrem elliptischen Kern unter kon:-tante-IIl Drul~k 
NZ 
~--~------_r----------__ 5 
~! '\ 1 ..... 
I I I '\ 
J I 1.-""'--
--' __ i-j ___ --::.i.;---: I 
i I I '- L..- .... 
j I! '\ t ...---! 
;:/ ---_::~::--, 
, -- -- ----1.--1------ , 
1 ß-fo : " " ~ _ 
; 1// :/ :L----L __ ______________ ~ ______ ------- -- o 5Q -==-cm 
Abb.7. Xonnalkraft 21. bei flacher Kugelschale mit starrem elliptischen K .. ru unt ... konstantem Druck 
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AbiJ.10. -Xofmalkrait Sr bei flacher Kuge-l:5ehale mit starrem Krei.:;kern unter konstantem Druck 
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AblJ. 11. Brzogene HaUl)h;pannung Gma,1C bei einer Scheibe infolge allseitigen Zuges 
Y~rschiebungen und Beanspruchungen sm Kernrand 






















JEl [Mpcrnjcm] (h [}Ipjcrn] 
o :T/8 :t/4 3 :r,B 
Starrer Kern 
1
-1,256 - 10-2 -0,882' 10-21-0,622 -10-2)-0,.548.10-21-0,47.3 .10-2 
o 3,652' 10-' 3,913· 10-4 1 2.-173' 10-' 0 
1,075 1,082 1,093 I 1,099 I 1.104 
6,248 5,425 5,223 ,'5,16;) I .5,111 
4,674 4,77-1 4,832 . 4.920 I 4.983 
o 2,652 1,689 I 0.768 I 0 
-2,151 1-0,412 -0.200 -0.043 1-0.031 
-0,528' 10-1 -0,775 .10-2 0.182' 10-2 i 0,822' 10-' -0.625' 10-2 
Elastischer Kern 
1
-0,164 - 10-21-0,.788' 10-31 -0,.308 - 10-3 ;.-0,121 .10-3 -0,01l3' 10-3 
. 0 0,435 . 10-4 , 0,235' 10-4 1 0.132' I(H I) 
i 1,084 1.089 1.109 : 1.1 03 1.1 06 
I 5,474 I 5,231 5,128 I' 3.0.56 .5.02-1 
1
I 4,752 4,792 4,853 . 4.931 4,98.5 
o 2.420 1,384 i 0,462 0 
1
-1,2.51 1-0,278 -0,168 1--0,036 -O,1!25 
-0,316.10-1 -0,088 . 10-3 1.911' 10-3i 0.042 -0.0.5;) 
Loch 
1,991· 10-21 0,781' 10-21 
o I 4.185' 10-3 / 
1,235 i 1.212 . 
I 43,45g ! 20,70~ 
o i 0 
o ! 0 








0,4S9 . 10-3 
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Tabelle 2. Flache Kugelschale mit Kreiskern 
Starrer Elastischer Kreh;· 
Kern Kern aU~5chnitt 
NT [Mpjcm] 5,950 5,620 U 
No [Mpjcm] 2,250 4,250 7,450 
MT [Mpcm{cm] -2,460 -0,615 0 
!rIo [Mpcm(cm] -0,815 -0,320 3,850 
Qr [MpjcmJ -0,050 -0,090 
° 
Tabelle 3. Scheibe mit elliptischem Kern 
ß 0 ,,[8 ,,[.1. 3 "/'" 
,,[2 
Starrer Kern 
a" {a" 2,870 1,610 I 1,210 1,150 1,100 




-0,852 -0,446 -0,196 0 
Elastischer Kern 
a" {(J~ 1,416 1,178 1,106 1,089 1,115 
ap ((J-" 1,094 1,332 1,404 1,406 1,309 
'''ß!(J" 
° 




0 0 0 
aß /a" 8,000 2,510 0,942 0,580 0,500 
Tetß!UIj 0 0 0 0 0 
4. i Schlußbemerkungen 
Der Vergleich zwischen den Bildern bestätigt die bekannte Tatsache (vgJ. 
lrithum [8]), daß die Störungen bei der Scheibe asymptotisch gegen Null 
gehen, dagegen bei der Schale in Form gedämpfter Schwingungen abklingen. 
Das Abklingen ist dabei in der Nähe des Kernes wesentlich stärker als bei der 
Scheibe. In weiterer Entfernnng vom Kernrand sind jedoch immer noch 
geringfügige Spannungen vorhanden. 
Man erkennt, daß die größten Beanspruchungen am Kernrand auftreten und 
die größten Längsspannungen bei ß = 0 nnd :T liegen. Die maximale Span-
nungserhöhung ( a" )bei der Scheibe ist größer als die Erhöhung von Nl bei 
(j", ; 
der Schale, jedoch wird die Längsspannung an den Außenflächen der Sc~a~e 
infolge des Biegemomentes J11 stark erhöht. Bei der Kugelschale mit ellip~l­
schem Loch ist zu erkennen, daß die Spannungserhöhung bei der Schale vl~l 
größer ab bei der Scheibe ist, was zu erwarten ist, da die Längsspannung fur 
die Kugelschale mit Kreisausschnitt größer als die für eine Scheibe ist. 
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Bei allen Fällen ist zu beachten, daß die Verschiebungen u und w sowie die 
Beanspruchungen NI, N 2 , .Lvh, 1112, Ql symmetrischen Verlauf in bezug auf 
die Achsen x, y haben, während die Verschiebung v und die Beanspruchungen 
S, Q2, J112 antimetrisch zu diesen Achsen verlaufen. 
5. Zusammenfassung 
Das Problem der Spannungsstörungen in einer flachen Kugelschale mit 
elliptischem Kern unter konstantem Druck wurde mit Reihen JJf atkiellscher 
Funktionen gelöst. Dabei müssen für die Spannungszustände innerhalb und 
außerhalb des elliptischen Kernes verschiedene Lösungen aufgestellt werden. 
Beide Spannungszustände werden durch die Bedingungen miteinander ver-
knüpft, daß die Verformungen und Beanspruchungen an der Berührungs-
linie übereinstimmen müssen. Die Arbeit schließt mit einem zahlenmäßigen 
Vergleich zwischen der Scheibe mit elliptischem Kern, der flachen Kugelschale 
mit Kreiskern und der flachen Kugelschale mit elliptischem Kern. Das wich-
tigste Ergebnis besteht dabei in der Erkenntnis, daß die Schale am ungünstig-
sten am elliptischen Kernrand im Bereich des großen Durchmessers bean-
sprucht wird. 
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